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求解难可满足性问题的混合算法
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摘　要: 提出了一个求解难可满足性问题的简单混合算法. 拟人和禁忌表两个策略被给出. 数值实验表明, 对于一类公
认比较难的可满足性问题, 该算法胜过目前据认为是最好方法之一的NOV EL T Y 算法.
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Abstract: A hybrid algo rithm fo r so lving the satisfiab ility p rob lem is p ropo sed. Person ificat ion stra tegy and tabu list
stra tegy are p resen ted. Computational experim ents on a class of hard p rob lem instances show that, our p ropo sed algo2
rithm yields better resu lts than N ovelty algo rithm w h ich is curren tly among the fastest know n.
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　　 命题逻辑中合取范式 (CN F ) 的可满足性问题 (SA T ) 是
当代理论计算机科学的核心问题, 是一典型的N P 完全问题.
由于现代科技、军事以及经济管理的大量重要应用都归结为
求解N P 完全问题, 因此, 它的快速求解不仅具有重要的理论
意义, 而且在软件自动开发技术、逻辑推理机、VL S I 设计、以
及知识库维护等许多领域都有重要的实际应用价值. 正是由
于 SA T 问题的重要性, 各国学者对它进行了广泛而深入的研
究〔1〕, 提出了完全算法 (例如,D avis2Putnam 算法〔2〕)和不完全
算法. 李未等在文〔3〕中对前者做了总结性分析, 虽然完全算
法能够保证正确判定公式的可满足性, 但是它们的计算效率
太低, 基本上不能实用. Selm an 等指出, 还存在一类完全算法
难于求解的可满足性问题, 并同时提出了一个不完全算法—
GSA T〔4〕, 其优点在于它不但能求解完全算法难于求解的可
满足性问题, 而且快速实用. 从此以后, 不完全算法〔5, 6, 7, 8, 9, 10〕
蓬勃发展. 最近, 黄文奇等提出拟物拟人法〔11〕,M azure 等提
出的禁忌搜索算法〔12〕, Selm an 等在WAL KSA T 和禁忌的基
础上提出的NOV EL T Y 算法〔13〕, 以及其他在上述方法基础
之上的一些改进算法, 极大地丰富了不完全算法, 其中NOV 2
EL T Y 算法据认为是目前最好的方法之一. 然而, 这些算法都
存在一定的缺陷: 容易陷入局部极小的陷阱, 或者是计算效率




考虑CN F　A = C 1∧⋯∧C i∧⋯∧C n (1)
子句C i 具有如下形式
P i, 1 ∨ P i, 2 ∨ ⋯ ∨ P i, k i ∨ P
ϖ
ri, 1 ∨ Pϖri, 2 ∨ ⋯ ∨ Pϖri, k ri
其中 P i, 1, P i, 2, ⋯, P i, k i , P
ϖ
ri, 1, Pϖri, 2, ⋯, Pϖri, k ri 为命题变元
集{ P 1, P 2, ⋯, Pm }中两两不同的文字, Pϖi 表示变元 P i 的非,
m 表示命题变元的个数, n 表示子句的个数. 一个 SA T 问题
是指: 对于给定的合取范式是否存在一组关于命题变元的真
值指派使得A 为真. 按照文〔9, 10〕的转换, SA T 问题可以变
换为求实目标函数
E (x ) = E (x 1, x 2, ⋯, xm ) = 6
n
i= 1
ei (x 1, x 2, ⋯, xm ) , x ∈ [0, 1 ]m
(2)
的最小值. 其中 x = (x 1, x 2, ⋯, x m ) , ei = (x 1, x 2, ⋯, xm ) = (1
- x i, 1)⋯ (1 - x i, k i) x ri, 1⋯x ri, k ri , x 1, x 2, ⋯, x m 对应变元. P 1,
P 2, ⋯, Pm 在这里之所以用实目标函数模型, 是因为以后求解
的需要, 而在实际的求解过程中, 只在离散的{0, 1}m 空间中
进行搜索.
2　混合算法
拟人拟物法〔11〕和禁忌搜索〔12〕在求解 SA T 问题时都表现
了很强的求解能力, 受它们的启发, 我们在基于拟人策略和禁
忌策略的基础上, 提出了一个混合算法, 它主要基于邻域搜索
的形式: 从一个初始的有效解 x 出发, 然后在其邻域N (x )里
选择具有最好目标函数值 (在本文指目标函数最小值) 的解
x ’, 从这个解出发, 然后在其邻域N (x ’) 里选择具有最好目
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标函数值的解. 这样反复迭代下去, 直到满足终止条件. 例
如, 如果, E (x ’) Φ E (x " ) , x ’, x " ∈N (x ) 然后 x ’被选择. 事
实上, 邻域搜索并不是每次都选择具有最好目标函数值的解,
例如从当前解 x 到 x ’∈N (x ) , 即使 E (x ’) > E (x ) , 也被允
许, 这有助于逃离局部极小. 在混合算法里, 我们给出的禁忌
表策略, 拟人策略如下.
2. 1　禁忌表策略
对于邻域搜索来说, 循环是可能的. 为了避免循环, 我们
可以利用禁忌搜索的禁忌表策略, 即利用一个长度为L 的禁
忌表, 以避免返回到在最近的L 个迭代内搜索过的解. 因此,
我们可以利用一个禁忌表记录搜索过程中的一些局部信息,
然后利用这些信息来避免循环和探究新的搜索方向. 为此, 我
们采用一个数组 Past Itera t ion〔i〕, i= 1, 2, ⋯, m 记录变元 x i
被翻转时的迭代数. 用L 表示已被翻转的变元在多少个迭代
内应当被禁忌. 在当前的迭代 Curren t Itera t ion 里, 我们选择
的变元 x i 要不要进行翻转, 就看该变元是不是禁忌的, 这可
以由该变元在过去的迭代里翻转时记录的 Past Itera t ion〔i〕值
以及禁忌表的长度L 决定, 如果 Past Itera t ion〔i〕+ L Ε Cur2
ren t Itera t ion, 则该变元 x i 被禁忌. 例如, x 4 在迭代 38 被翻
转, 然后值 Past Itera t ion〔4〕被修改为 38, 其他的值不改变. 如
果L = 3, 则在以后的 3 个迭代内, 即 39, 40, 41, x 4 应该被禁
忌. 由于变元的选择受禁忌表长度L 的限制, 因此L 在搜索
的过程中起着很重要的作用. 对于我们选择的测试问题例, 实
验表明L = 9 是合适的
2. 2　拟人策略
按照〔11〕的定义, 对于很大的问题例, 邻域N (x ) 里的解
是很多的. 如果问题的变元数为m , 则邻域N (x ) 里的解的个
数为m , 且每个解与 x 之间只有一个变元的值是不同的, 这无
疑使得搜索空间会很大, 从而导致盲目搜索. 在既不太影响解
的质量, 又能缩小搜索范围的情况下, 从邻域N (x ) 里挑选出
一部分解, 然后由这些解与 x 不同的变元, 构造一个侯选变
元集, 肯定能提高搜索的效率. 因此, 怎样构造侯选变元集, 是
相当重要的. 根据 SA T 问题的特点, 我们可以通过拟人的途
径, 即利用人类在几千年的共同生活中形成的丰富的社会经
验作比拟, 可以启发出好的构造策略. 与拟物拟人法一样, 我
们可以用拟人策略从非零子句里选择变元, 与该算法不同的
是, 我们不是在跳坑的时候用, 而是对其扩展, 用它来构造侯





间, 而且使得搜索的空间太小, 从而影响解的质量. 因此, 我们
还必须注意不能选择重复的变元, 即在一个子句里随机选择
一个变元后, 即使该变元再在其它非零子句里出现, 也不能被
选择. 例如任给一个非零子句, 从中随机试选一个变元, 如果
该变元没被选择过, 则选择它, 否则放弃该变元, 从该子句里
随机另选一个. 这就象一所学校最初制定一项分配政策, 总有
满意和不满意的单位, 把不同的意见收集起来, 然后根据具体
情况, 修改令某些单位不满意的规则, 使其满意. 当然这条规
则在一个时期应统一, 不能够冲突. 这样才能成为规则, 政策
也才得以实施. 在一个迭代里, 将所有按上述策略挑选出的变
元放在集合 CandidateV ariab leSet 里, 就构成了侯选变元集.
显然, 集合 CandidateV ariab leSet 里变元的数目就是当前迭
代里非零子句的数目, 而且集合CandidateV ariab leSet 随着搜




此集合 CandidateV ariab leSet 的大小变化从一个侧面反映了
搜索的变化过程. 有了集合 CandidateV ariab leSet, 混合算法
选择变元的范围也就确定了.
在每个迭代步, 怎样选择侯选变元集里的变元, 是相当
重要的, 直接关系到算法的性能. 因此, 我们必须对侯选变元
集里的每一个变元制定一个评价标准. 按照 (2) , 如果第 i 个
变元从 x i 翻转到 x ’i (从 1 到 0 或者相反) , 则
∃E = E (x 1, x 2, ⋯, x ’i, ⋯, x m ) - E (x 1, x 2, ⋯, x i, ⋯,
xm ) = (x ’i - x i)
5E (x )
5x i =




( 3) 式说明了我们选择实目标函数模型的原因. 根据
(3) 式, 每个变元的值能够被计算出. 当△E 为负时, 如果一
个变元的△E 值越小, 函数 E (x )的值下降得越快, 相反, 则增
加的越慢. 这相当于在修改有冲突的规则时, 修改的规则, 能
尽量的减少矛盾, 即使不能减少, 也应考虑不能增加更多的矛
盾. 具体来说, 变元的选择策略如下: 在每一个迭代步, 我们
将候选变元集按照 ∃E 的值分成两类, ∃E 为正的变元放在集
合 Po sit iveV ariab leSet 里, ∃E 为负的变元放在集合N egative2
V ariab leSet 里. 如果N egativeV ariab leSet 不为空集, 就从这
个集合里选择 ∃E 的值最小的变元; 否则考虑集合 Po sit ive2
V ariab leSet 里的值最小的变元, 如果该变元不被禁忌, 则选
择它, 否则将该变元从 Po sit iveV ariab leSet 去掉, 从余下的集
合里选择 ∃E 的值最小的变元, 依次类推直到一个变元被选
择或者没有变元被选择 (当集合 Po sit iveV ariab leSet 里的变
元都被禁忌时) , 更详细的描述见下面的算法. 对于混合算
法, 在一个迭代步, 没有一个变元被选择是可能的, 例如, 在
一个迭代步, 当N egativeV ariab leSet 为空集且当集合 Po si2
t iveV ariab leSet 里的变元都被禁忌时, 就没有一个变元被选
择, 但是随着迭代的进行, 有些变元的禁忌约束就会被自动取





(3) 初始化 Past Itera t ion〔〕, Itera t ion= 0;
(4) 产生CandidateV ariab leSet;
( 5) 将 CandidateV ariab leSet 按照变元的 ∃E 值的正负
分为两个集合: Po sit iveV ariab leSet 集和N egativeV ariab leSet
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集;
(6) 如果N egativeV ariab leSet 为空集, 则转 (8) ;
(7) 从集合N egativeV ariab leSet 里选择 ∃E 的值最小的
变元 x i; 将该变元进行翻转, 并修改相应的 Past Itera t ion〔i〕
值; 转 (9)
(8) 从集合 Po sit iveV ariab leSet 里选择 ∃E 的值最小的
变元 x i; 如果该变元不被禁忌, 则将该变元进行翻转, 并修改
相应的 Past Itera t ion〔i〕值, 转 (9) ; 否则 Po sit iveV ariab leSet=
Po sit iveV ariab leSet—{x i}, 如果 Po sit iveV ariab leSet 不为空,
则转 (8) ;
(9) Itera t ion= Itera t ion+ 1;
(10 ) 如 果 ∃E > 0 且 ExectionT im e < L ongestExec2
t ionT im e, 转 (4) ;
(11) 结束, 输出结果.
从上面的算法过可以看出, 在迭代的开始阶段, 算法是贪
婪下降的, 只有到了局部极小点, 开始爬山时, 禁忌搜索的禁
忌表才起作用.
3　计算结果及结论
在引言里, 我们介绍了很多求解 SA T 问题的有效算法,
要将这些算法一一与混合算法作比较是不切实际的, 而且也
是没必要的. 因为测试例范围太大, 而且没有一个统一的评价
标准, 更重要的是, 有些算法的效率太低, 跟这些算法比较, 你
的算法再快, 也不能说明问题. 因此我们只须将混合算法与当
今公认为最快的算法之一的NOV EL T Y 算法 (详细的算法描




——随机 32SA T 模型 (每个子句的长度 l= 3, 且子句里的变
元两两不同) , 当子句数与变元数的比 r 为 4. 25 时, 问题是难
算的, 只有大约 50◊ 的可满足率. 然而, 实际计算结果表明,
当变元数目不太多时, r 的值还要大一点. 为了测试混合算法




的具体问题, 但我们用混合算法和NOV EL T Y 算法求解同样
随机产生的难可满足性问题, 而且对他们所使用到的参数也
做到尽量优化, 应当是公平的.
表 1　混合算法和NOV EL T Y 算法的比较结果
T able 1　Comparsions betw een hybrid algo rithm and NOV EL T Y algo rithm
合取范式 平均执行时间 (秒)
m n 混合算法 NOV EL T Y
总样例数
可满足样例数 可满足率
混合算法 NOV EL T Y 混合算法 NOV EL T Y
100 430 2. 42 5. 27 40 22 20 55% 50%
200 860 11. 83 33. 58 40 21 16 52. 5% 40%
300 1290 20. 72 64. 47 40 18 8 45% 20%
400 1620 37. 05 86. 9 20 7 2 35% 10%
500 2150 78. 62 216. 34 20 5 1 25% 5%
　　表 1 给出了两种算法的计算结果, 从中可以看出, 混合算
法的运算速度NOV EL T Y 快 2 倍左右, 且当变元个数增加
时, NOV EL T Y 的可满足率, 即计算成功的可能性大大降低,
这表明, NOV EL T Y 有可能陷于局部极小的陷阱而不能自
拔, 而混合算法的优越性却愈加明显, 这是因为混合算法更有
可能从局部最优的“陷阱”中跳出, 从而求得 SA T 问题的全局
最优解, 可见混合算法是可行的和高效的. 以上算法都用 C 语
言实现, 并在主频为 166 M H Z 的 PC586 微机上运行通过, 运
行时间设定为 300 (秒) , 每个测试例的样本数见表 1.
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